









JOKINEN, SALLA: Vektorialgebran kouluopetus Suomessa




Tässä tutkielmassa selvitettiin, kuinka vektorialgebran opetus on muuttunut
viimeisten vuosikymmenten saatossa Suomessa. Aluksi tutkielmassa on tu-
tustuttu vektorialgebran perusteisiin sekä sovelluskohteisiin kouluopetuksessa.
Koulussa opetettaviin sisältöihin on perehdytty opetussuunnitelmien sekä op-
pikirjojen avulla. Tutkittavaksi valittiin ajanjakso 1970-luvulta tähän päivään.
Vektorialgebran opetuksen huippuvuodet sijoittuvat selvästi 1970-luvulle, jol-
loin matematiikan opetusta pyrittiin uudistamaan. Tällöin vektorialgebran ope-
tusta oli kaikille oppilaille peruskoulussa sekä lukiossa ja vektoreita käytettiin
runsaasti soveltaviin tehtäviin. Tämän jälkeen opetus on vähentynyt ja siirtynyt
ainoastaan lukioon ja sielläkin 1990-luvulla vain pidemmän oppimäärän opiske-
lijoille. Uusin opetussuunnitelma kuitenkin nosti vektorialgebran takaisin myös
lyhyempään oppimäärään, tosin vain valinnaiselle syventävälle kurssille. Kurs-
simuotoiseen lukioon siirtymisen myötä myös aihealueiden integrointi vähentyi
ja näin ollen vektoreiden hyödyntäminen muissa matematiikan osa-alueissa vä-
hentyi. On vaikea tietää nostaako seuraava opetussuunnitelma vektorialgebraa
jälleen enemmän opetukseen.
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Koulun kehittämisestä puhutaan jatkuvasti ainakin alan ihmisten kesken ja
tätä kautta myös koulumatematiikan kehitys nousee esille. Jotta matematii-
kan opetusta voitaisiin kehittää eteenpäin, on tiedettävä, mistä tämän päivän
tilanteeseen on tultu. Koko koulumatematiikan kehitys vain muutamaltakin
vuosikymmeneltä olisi massiivinen teos, joten on syytä pilkkoa sitä pienempiin
osiin. Tässä tutkielmassa tutustutaan matematiikan kehittymiseen vektorial-
gebran näkökulmasta. Vaikka se onkin suppea näkökulma, kertoo se jotakin
matematiikan opetuksen kehityksestä. Samankaltainen pro gradu -tutkielma
on tehty muun muassa diﬀerentiaalilaskennasta [5].
Tässä tutkielmassa selvitetään, kuinka vektorialgebran opetus Suomen kou-
luissa on muuttunut viimeisimpien vuosikymmenten aikana. Tutkittavaksi va-
litaan ajanjakso peruskoulu-uudistuksesta eli 1970-luvusta tähän päivään. Ai-
emmissa oppikoulun oppiennätyksissä, 1941 [39] ja 1960 [20][21], vektoreita ei
ole mainittu, joten tutkimista ei ole syytä laajentaa tähän suuntaan. Tutkiel-
man pohjana toimivat kansalliset opetussuunnitelmat sekä opetussuunnitelman
perusteet, joidan avulla selvitetään, kuinka laajalti vektoreita on kouluissa tul-
lut opettaa. Opetussuunnitelmien sekä opetussuunnitelman perusteiden lisäksi
perehdytään vektoreita käsitteleviin oppikirjoihin jokaisen opetussuunnitelman
aikakaudelta.
Tutkielman tarkoituksena on selvittää, kuinka paljon vektorialgebraa on
opetettu kullekin vuosiluokalle eri opetussuunnitelmien aikana. Lisäksi selvite-
tään, millaisen pohjan opetussuunnitelma on antanut oppikirjojen tekemiseen
ja kuinka opetussuunnitelma oppikirjoissa toteutuu.
Tutkittava ajanjakso alkaa suuresta Suomen koulujärjestelmän murrokses-
ta. 1970-luvun alussa kansakouluista ja oppikouluista siirryttiin peruskouluihin
ja lukioihin, joille molemmille tulivat omat opetussuunnitelman perusteensa.
Opetussuunnitelman perusteet toimivat pohjana opetuksen järjestäjille oman
opetussuunnitelman laadintaan. Lukiossa tosin siirryttiin kansallisiin opetus-
suunnitelman perusteisiin vasta 1980-luvulla. Tätä ennen käytössä oli kan-
sallinen opetussuunnitelma, jolloin opetuksen järjestäjät eivät tehneet omaa
opetussuunnitelmaansa. Jatkossa puhutaan kuitenkin yksinkertaisuuden vuok-
si yleisesti opetussuunnitelmasta tarkoitettaessa kansallista opetussuunnitel-
maa tai sen perusteita.
Miksi vektorialgebraa sitten tulisi koulussa opettaa? Vektoreita käytetään
paljon matematiikan lisäksi myös fysiikassa ja tilastotieteessä. Melko harva
suomalainen kuitenkaan arjessaan tai edes työssään käyttää vektoreita. Koko
ikäluokalle vektoreiden hallinta ei ole välttämättömyys, mutta lukiosta jatko-
opintoihin suuntaavat tarvitsevat vektoreita usein. Etenkin matemaattis-luon-
nontieteellisillä aloilla vektoreihin törmää miltei varmasti. Toisaalta vektoreilla
voidaan havainnollistaa helposti monia arjen ilmiöitä, kuten tuulta tai voimaa,
joten niiden ymmärtämisestä voi olla hyötyä kaikille.
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Tällä hetkellä lukiossa vektoreita opetetaan, mutta yliopistot eivät näytä
luottavan, että opiskelijat olisivat oppineet vektorialgebran perusteet jo lukios-
sa. Esimerkiksi Tampereen teknillisen yliopiston kaikille pakollisella toisella in-
sinöörimatematiikka -kurssilla [9] aiheena on lineaarialgebra ja liikkeelle lähde-
tään vektoreiden kertaamisesta. Melko nopeasti peruslaskutoimitukset kuiten-
kin käydään läpi, joten jotain muistikuvia opiskelijoilla kenties uskotaan olevan,
mutta mitään ei oleteta osattavaksi. Myös Tampereen yliopiston kurssilla Line-
aarialgebra 1 A [3] käsitellään vektoreita, ja käsittely aloitetaan perusasioista.
Eteneminen on toki matemaattista ja nopeaa, mutta ilman vektoreiden aiem-
paa osaamistakin pärjää.
Vektorialgebran hallintaa ei välttämättä tarvita jatko-opinnoissa, mutta sen
hallinnasta on selvää hyötyä. Onkin mielenkiintoista, kuinka nykyiseen tilan-
teeseen on vektorialgebran opetuksessa tultu ja kuinka sen asema on nykyisin
kehittymässä. Vektorialgebran opetus peruskoulussa tai lukiossa ei ole selviö tai
edes välttämättömyys, joka tekeekin sen tutkimisesta mielenkiintoista. Kuinka
tärkeänä vektorialgebra on nähty eri opetussuunnitelmissa?
Tässä tutkielmassa tutustutaan ensin vektorialgebran perusteisiin ja niiden
soveltavaan käyttöön koulussa. Tämän jälkeen avataan eri opetussuunnitelmien




Tässä luvussa esitellään matemaattisesti vektorialgebran perusteet eli perus-
käsitteet sekä -laskutoimitukset. Kaikki käsitellyt asiat eivät tule kouluopetuk-
sessa esille, mutta liittyvät siihen kiinteästi. Toisaalta mukaan on otettu myös
muutamia sovelluskohteita, jotka näkyvät lähinnä koulukirjoissa.
Vektorialgebralla tarkoitetaan vektorianalyysin osa-aluetta, jossa perehdy-
tään vektoreiden laskusääntöihin. Luku pohjautuu pääosin Väisälän teokseen
Vektorianalyysi [10, s. 728] sekä Hsun teokseen Vector Analysis [4, s. 122].
Lisäksi tukena on käytetty sähköistä matematiikan tietosanakirjaa [6], Tam-
pereen teknillisen yliopiston materiaalia Johdatus korkeakoulumatematiikkaan
[7] sekä Saarimäen teosta Vektorilaskentaa euklidisissa avaruuksissa [8].
2.1 Vektoreiden peruskäsitteet
Kun mielivaltaisesta suorasta rajataan pisteiden A = (x1, y1) ja B = (x2, y2)
välinen osuus ja annetaan näin syntyneelle janalle suunta, saadaan suuntajana
AB, jonka alkupiste on A ja loppupiste B. Tällöin suuntajanan vaakasiirtymä
on x2 − x1 ja pystysiirtymä y2 − y1. Jos tarkastellaan toisaalta pistettä C =
(x2 − x1, y2 − y1) sekä suuntajanaa OC origon ja pisteen C välillä, todetaan,
että suuntajanat AB ja OC ovat yhdensuuntaiset sekä yhtä pitkät. Tällöin on
myös luonnollista määritellä, että C = B − A.
Määritelmä 2.1. Kaksi suuntajanaa AB ja CD ovat keskenään ekvivalentit,
AB ∼ CD, jos B − A = D − C.
Suuntajanojen ekvivalenttisuus on ekvivalenssirelaatio, koska sillä on seu-
raavat ominaisuudet:
AB ∼ AB (reﬂektiivisyys)
Jos AB ∼ CD, niin CD ∼ AB. (symmetrisyys)
Jos AB ∼ CD ja CD ∼ EF , niin AB ∼ EF . (transitiivisuus)
Keskenään ekvivalentit suuntajanat muodostavat ekvivalenssiluokan ja täl-
laista ekvivalenssiluokkaa kutsutaan vektoriksi. Suuntajanat ovat tällöin vek-
torin edustajia. Usein näistä edustajista kuitenkin puhutaan vektoreina, vaik-
ka kyseessä täsmällisesti olisikin suuntajana. Tästä eteenpäin käytetään sanaa
vektori myös tässä tekstissä hieman vapaammin tarkoittamaan myös vektorin
edustajia.
Jokaisen pisteen voidaan ajatella myös edustavan suuntajanaa origon ja pis-
teen välillä. Tällöin suuntajana on eräs tämän suuntaisen ja suuruisen vektorin
edustaja. Jokaiselle vektorille voidaankin asettaa edustaja alkamaan origosta
tai mielivaltaisesta avaruuden pisteestä A. Origosta pisteeseen P päättyvää
vektorin edustajaa kutsutaan pisteen P paikkavektoriksi.
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Graaﬁsesti vektorin edustajaa esitetään nuolella, jolla on suunta ja suu-
ruus eli sen pituus. Kuvassa 2.1 on havainnollistettu tilannetta. Tekstissä vek-
torista puhuttaessa merkitään vektorin nimeä kirjaimella, jonka päällä on viiva
tai nuoli (a,−→a ) tai yksinkertaisemmin vahvistetulla kirjaimella (a), kuten täs-
sä tekstissä. Jos on tarvetta korostaa vektorin alku- ja päätepisteitä, kuten











Vektoreita käytetään muun muassa kuvaamaan fysikaalisia vektorisuurei-
ta, joilla on suunta ja suuruus, kuten nopeus tai kiihtyvyys. Vektorisuureiden
lisäksi on myös skalaarisuureita, joilla on vain suuruus, kuten paino.
Vektorin suuruutta kuvataan suuntajanan pituudella ja sitä kutsutaan myös
vektorin itseisarvoksi. Vektorin suuruudesta käytetään merkintää | | ja se on
jokin ei-negatiivinen reaaliluku. Jos vektorin a pituus |a| = 1, kutsutaan sitä
yksikkövektoriksi. Jos vektorilla ei ole lainkaan pituutta eli se vastaa suuntaja-
naa AA, kutsutaan vektoria nollavektoriksi 0, jonka pituus |0| = 0, eikä sen
suuntaa ole määritetty.
Jos kahden suuntajanan määrittämät suorat ovat yhdensuuntaiset, voidaan
sanoa myös vektoreiden, joita suuntajanat edustavat, olevan yhdensuuntaisia.
Yhdensuuntaisia vektoreita a ja b merkitään seuraavasti a ‖ b. Muussa ta-
pauksessa vektorit ovat erisuuntaisia, a ∦ b. Yhdensuuntaiset vektorit voivat
kuitenkin olla samansuuntaiset tai vastakkaissuuntaiset. Nollavektorin suunta
voidaan määritellä useilla tavoille, mutta ajatellaan jatkossa, ettei nollavekto-
rille voida määrittää yhdensuuntaisuutta.
Kahden vektorin a ja b sanotaan olevan yhtäsuuret, eli a = b, jos ja vain
jos ne ovat samansuuntaiset ja samanpituiset (eli sama suunta ja suuruus).
Lisäksi jokaisella vektorilla b on olemassa vastavektori −b, joka voidaan mää-
ritellä vektoria edus avan suuntajanan kautta siten, että sen alku- ja loppupiste




Tutustutaan seuraavaksi vektoreihin tarkemmin tutussa ympäristössä, kartee-
sisessa koordinaatistossa. Tätä varten on kuitenkin ensin tutustuttava vektorin
komponentteihin jakoon sekä määriteltävä vektoreiden lineaarinen riippumat-
tomuus.
Määritelmä 2.2. Olkoon s mielivaltainen suunnattu suora ja as vektori, jon-
ka alkupiste ja kärki ovat vektorin a alkupisteen ja kärjen projektiot suoralle s
(ks. kuva 2.2 ). Tällöin as on vektorin a vektorikomponentti suoralla s . Vekto-
rikomponentti as voidaan ilmoittaa myös suoran s suuntaisen yksikkövektorin
e avulla as = as e, jossa as = |a| cos (a,s) ja kulmalla (a,s) tarkoitetaan vek-
torin a ja suoran s suuntien välistä pienempää kulmaa. as on nyt vektorin a
skalaarikomponentti suoralla s ja se on positiivinen, jos kulma (a,s) on terävä
tai negatiivinen jos kulma on tylppä. Jos kulma on suora, as = 0.
Kuva 2.2. Vektorin a vektoriprojektio suoralla s.
Suunnatun suoran asemasta projektio voidaan muodostaa myös toiselle vek-
torille. Jos kuvataan koordinaatiston positiivisten suuntien akseleita yksikkö-
vektoreiden avulla, saadaan vektorit ilmoitettua komponenttiensa avulla koor-
dinaatistossa.
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= 0 löytyy muita ratkaisu-
ja, kutsutaan vektoreita lineaarisesti riippuviksi. Tällöin kyseisillä vektoreilla
on olemassa keskinäistä riippuvuutta, ja jokin niistä voidaan ilmaista muiden
avulla.
Jos mietitään avaruuden kolmiulotteista karteesista koordinaatistoa huo-
mataan, että sen positiivisen suunnan akseleita kuvaavia vektoreita ei voida
kuvata toistensa avulla.
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Määritelmä 2.4. Kolmiulotteisen karteesisen koordinaatiston positiivisen suun-
nan akseleiden suuntaiset yksikkövektorit i, j,k ovat lineaarisesti riippumatto-
mia ja muodostavat kolmiulotteisen avaruuden kannan. Näitä vektoreita kut-
sutaan myös kantavektoreiksi.
Nyt vektorin a skalaarikomponentit koordinaattiakseleilla ovat
ax = |a| cos (a, i), ay = |a| cos (a, j) ja az = |a| cos (a, k), kun vektori laitetaan
alkamaan origosta. Tällöin skalaarikomponentit vastaavat käytännössä vektorin
päätepisteen koordinaatteja. Vektorin a vektorikomponentit saadaan skalaari-
komponenttien ja kantavektoreiden avulla ax = axi, ay =ayj, az =azk, jolloin
vektori a voidaan ilmoittaa muodossa a = ax + ay+az tai a = axi+ayj+ azk.
Esimerkiksi vektori a, joka päättyy pisteeseen (x, y, z) ja voidaan merkitä
seuraavasti a = (x, y, z), voidaan ilmoittaa muodossa a = xi + yj + zk. Tätä
voidaan kutsua vektorin koordinaattiesitykseksi.
Vektorin a voidaan nyt ajatella olevan suorakulmaisen särmiön avaruuslä-
vistäjä, jonka särmät ovat sen vektorikomponentit. Kuvassa 2.3 on havainnol-
listettu tilannetta.
Kuva 2.3. Vektorin a vektorikomponentit.
Koordinaattiakseleiden yksikkövektoreiden avulla voidaan esittää kaikki ava-
ruuden vektorit. Toisaalta riittää, jos kolme vekoria a,b,c eivät ole samassa ta-
sossa ja ne asetetaan alkamaan samasta pisteestä. Näiden avulla voidaan esittää
kaikki avaruuden vektorit d muodossa d = ra+sb+tc, missä r ,s, tR. Samoin
pätee kaksiulotteisessa tasossa, jolloin riittää kaksi tason vektoria, jotka eivät
ole samalla suoralla. Väitteet ovat intuitiivisesti selviä ajateltaessa avaruudessa
vektorit suuntaissärmiön särmiksi ja tasossa vektorit suunnikkaan kyljiksi.
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2.3 Vektoreiden peruslaskutoimitukset
2.3.1 Summa ja erotus
Määritellään vektoreiden peruslaskutoimituksista ensimmäisenä kahden vekto-







PS. Jos pisteitä P ′ ja R′ yhdistää suuntajanan−→
PR kanssa ekvivalentti suuntajana
−−→
P ′R′ ja samoin pisteitä R′ ja S ′ yhdistää
suuntajanan
−→
RS kanssa ekvivalentti suuntajana
−−→
R′S ′, on muodostuva suunta-
jana
−−→




P ′S ′ ∼ −→PS. Näin ollen
voidaan siirtyä puhumaan vektoreista. Vektoreiden summaa havainnollistetaan
kuvassa 2.4.
Määritelmä 2.5. Vektoreiden a ja b summa a+ b tarkoittaa vektoria, joka
alkaa vektorin a kanssa samasta pisteestä ja päättyy vektorin b kanssa samaan
pisteeseen, kun vektori b asetetaan alkamaan pisteestä, johon vektori a päättyy.
Vektoreiden a ja b erotus määritellään vastavektorin avulla vektoreiden a ja
−b summana, a− b = a+ (−b).
Kuva 2.4. Vektoreiden a ja b summa ja erotus.
Kantavektoreiden avulla voidaan esittää kahden vektorin summa seuraavas-













Lause 2.6. Vektoreiden summalle on voimassa vaihdantalaki a+ b = b+ a
sekä liitäntälaki a+ (b+ c) = (a+ b) + c.
Todistus. Todistetaan lause kuvien 2.5 ja 2.6 avulla käyttäen apuna suunta-












AC. Näin on saatu todistettua vaihdan-
talaki. Kuvassa 2.6 on piirretty nelikulmio, jonka kolme sivua ovat a, b ja c









että (a+ b) + c =
−→






AB. Eli on saatu todeistettua myös
liitäntälaki.
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Kuva 2.5. Vaihdantalain todistuksen havainnollistus.
Kuva 2.6. Liitäntälain todistuksen havainnollistus.
Vektoreiden a ja b voidaan ajatella muodostavan tasolla olevan suunnikkaan
kyljet kuten kuvissa, jolloin näiden summavektori on kyseisen suunnikkaan
lävistäjä. Vektoreiden summa on voimassa myös kolmiulotteisessa avaruudessa,
jolloin summavektori muodostuu jonkin suuntaissärmiön avaruuslävistäjäksi.
2.3.2 Vektorin kertominen skalaarilla
Perehdytään seuraavaksi vektorin kertomiseen skalaarilla sekä skalaarilla ker-
tomisen laskulakeihin.
Määritelmä 2.7. Olkoon p jokin mielivaltainen reaaliluku ja a jokin mie-
livaltainen vektori. Tulolla pa tarkoitetaan vektoria, jonka pituus on |p| |a| ja
joka on yhdensuuntainen vektorin a kanssa. Jos p > 0 , pa on samansuuntainen
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vektorin a kanssa. Jos p < 0 , pa on vastakkaissuuntainen vektorin a kanssa.
(Nollavektorille ei voida määritellä yhdensuuntaisuutta.)
Lause 2.8. Skalaarilla kertomiselle on voimassa seuraavat kertolaskun perus-
lait:
Liitäntälaki p(qa) = (pq)a
Osittelulaki 1 p(a+ b) = pa+ pb
Osittelulaki 2 (p + q) a = pa+ qa
Todistus. Liitäntälaki sekä osittelulaki 2 seuraavat suoraan reaalilukujen ker-
tolaskun laskulaeista. Osittelulaki 1 voidaan todistaa piirtämällä ensin kolmio,
jonka lyhyet sivut ovat vektorit a ja b. Tästä tiedämme jo vektoreiden yh-
teenlaskun mukaisesti, että pisin sivu voidaan ilmoittaa muodossa a+ b. Jos
kolmion jokaista sivua kasvatetaan nyt mittakaavassa p : 1, eli kerrotaan kukin
sivu skalaarilla p, saadaan kolmio, jonka sivut ovat pa, pb ja p(a+ b). Tällöin
vektoreiden yhteenlaskun mukaisesti voidaan todeta, että pa+ pb = p(a+ b).
On siis saatut todistettua osittelulaki 1 vektorin skalaarilla kertomiselle.
Kuvassa 2.7 on havainnollistettu tilannetta.
Kuva 2.7. Skalaarilla kertomisen osittelulaki 1 todistuksen havainnol-
listus.
Komponentteihin jaetun vektorin kertominen skalaarilla tapahtuu ensim-
mäisen osittelulain mukaisesti komponentti kerrallaan. Jos a = xi + yj + zk,
niin pa = pxi+ pyj+ pzk.
2.4 Skalaaritulo
Vektoreiden laskusäännöt alkavat erota reaaliluvuista merkittävästi kertolas-
kun kohdalla. Vektoreille käytetään yleisesti kahta erilaista kertolaskua.
Perehdytään ensimmäiseksi kahden vektorin tuloon, jossa tulona on ska-
laari, eli skalaarituloon. Tätä kutsutaan myös pistetuloksi sen merkintätavasta
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johtuen. Skalaaritulon avulla voidaan saada tietoa kahden vektorin välisestä
kulmasta, jolla tarkoitetaan aina pienempää muodostuvista kahdesta kulmas-
ta, kun vektorit asetetaan alkamaan samasta pisteestä.
Määritelmä 2.9. Kahden vektorin a ja b skalaaritulo
a · b = |a| |b| cos (a, b)
missä (a, b) tarkoittaa vektoreiden välistä pienempää kulmaa, jolloin kulma
0 ≤ (a, b) ≤ pi, kun a, b 6= 0. Jos a = 0 tai b = 0, a · b = 0.
Kahden vektorin skalaaritulo on positiivinen skalaari, jos vektoreiden väli-
nen kulma on terävä, tai negatiivinen skalaari, jos vektoreiden välinen kulma
on tylppä.
Skalaaritulo voidaan myös merkitä skalaarikomponentin avulla, koska vek-
torin a vektorilla b oleva skalaarikomponentti ab = |a| cos (a, b), joten a · b =
|a| |b| cos (a, b) = ab |b|.
Lause 2.10. Kaksi vektoria a ja b ovat kohtisuorat täsmälleen silloin, kun
niiden skalaaritulo on nolla a · b = 0.
Lause on helposti perusteltavissa kosinin arvolla, joka on nolla vain, kun
kulma on suora.
Vektorin skalaaritulo itsensä kanssa a · a = a2 = |a| |a| cos (a, a) = |a|2 cos (0)
= |a|2, koska cos (0) = 1. Näin ollen vektorin pituus saadaan määritettyä pis-
tetulon avulla eli a · a = |a|2 ⇒ |a| = √a · a .
Lause 2.11. Skalaaritulolle on voimassa seuraavat laskulait:
Vaihdantalaki a · b = b · a
Liitännäisyys skalaarilla kertomisen kanssa (pa) · (b) = p (a · b)
sekä yleisemmin (pa) · (qb) = pq (a · b)
Osittelulaki 1. a · (b+ c) = a · b+ a · c
Osittelulaki 2. (b+ c) ·a = b · a+ c · a
Skalaaritulon liitännäisyys on luonnollisesti mahdoton, koska skalaarin ja
vektorin välistä skalaarituloa ei ole määritelty.
Todistus. Vaihdantalaki voidaan todistaa suoraan määritelmän ja tulon vaih-
dannaisuuden avulla. a · b = |a| |b| cos (a, b) = |b| |a| cos (b, a) = b · a, koska
kahden vektorin välisellä kulmalla tarkoitetaan aina pienempää muodostuvista
kulmista.
Skalaarilla kertomisen ja skalaaritulon liitännäisyys saadaan todistettua
määritelmien avulla. (pa) · b = |pa| |b| cos (pa, b) = |p| |a| |b| cos (p(a, b)) =
p (a · b). Jos p on negatiivinen, kääntyy vektori vastakkaisuuntaiseksi, mutta
tällöin myös kulma (pa, b) on kulman (a, b) suplementtikulma. Suplementti-
kulmien kosinit ovat toistensa vastaluvut, joten on joka tapauksessa voimassa
|p| cos (pa, b) = p cos (a, b), jolloin (pa) · b = p cos (a, b) = p (a · b).
Yleisemmän muodon todistus etenee samoin.
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Osittelulaki 1 voidaan todistaa käyttämällä skalaaritulosta skalaarikompo-
nenttimuotoa. |a| (ba + ca) = |a| ba + |a| ca, joka reaalilukujen osittelulain mu-
kaisesti tiedetään todeksi.
Osittelulaki 2 seuraa edellisestä vaihdantalain perusteella.
Lauseen 2.10 mukaisesti koordinaatiston yksikkövektoreiden skalaaritulo toi-
sen kanssa on i · j = j · k = k · i =0. Lisäksi koorinaatiston yksikkövektoreiden
skalaaritulo itsensä kanssa on i2 = j2 = k2 =1. Näiden sääntöjen pohjalta voi-
daan ilmaista kahden vektorin skalaaritulo komponenteittain.
Lause 2.12. Vektoreiden a = axi+ ayj+ azk ja b = bxi+ byj+ bzk skalaari-
tulo komponenttimuodossa saadaan seuraavasti
a · b =axbx + ayby + azbz
Tästä voidaan muokata myös kaava vektorin pituuden laskemista varten.
Kun |a| = √a · a , niin komponenttimuodossa vektorin pituus saadaan lasket-
tua kaavalla |a| =√a2x + a2y + a2z.
Skalaaritulolla pystytään selvittämään esimerkiksi kahden vektorin a ja b
välinen kulma seuraavalla lausekkeella, missä a, b 6= 0




Vektoritulo on toinen vektoreille määritelty tulo ja sitä kutsutaan myös ristitu-
loksi merkintätavasta johtuen. Vektoritulo voidaan määritellä vain avaruuden
vektoreille. Nimensä mukaisesti vektoritulo on vektori.
Määritelmä 2.13. Kahden vektorin a ja b vektoritulo on
a× b = e |a| |b| sin (a, b)
missä e on yksikkövektori, joka on kohtisuorassa vektoreita a ja b vastaan
siten, että vektorit muodostavat oikeankäden koordinaatiston (eli positiivisesta
pisteestä katsottuna akselit x , y , z kiertävät positiiviseen kiertosuuntaan, eli
vastapäivään). Kahden vektorin vektoritulo on kerrottavia vektoreita kohtaan
kohtisuora vektori, jonka itseisarvo on yhtä suuri kuin kerrottavista vektoreista
muodostuvan suunnikkaan pinta-ala. Kuva 2.8 selventää tilannetta.
14
Kuva 2.8. Vektoreiden a ja b vektoritulot.
Vektoritulolla on seuraavia ominaisuuksia, jotka seuraavat suoraan määri-
telmästä.
1. a× b = 0 silloin ja vain silloin, kun tekijävektorit ovat yhdensuuntaiset
tai toinen niistä on nollavektori.
2. a× a = 0.
3. a× b = −b× a.
Viimeinen ominaisuus seuraa siitä, että suunnan vahtamisen jälkeen on vek-
toritulon suunnan vaihduttava, jotta oikean käden systeemi toteutuu. Tästä
voidaan suoraan päätellä, että vaihdantalaki ei ole voimassa vektoritulolle.
Myöskään liitäntälaki ei ole voimassa vektoritulolle. Tämä voidaan osoittaa
esimerkiksi koordinaatiston yksikkövektoreiden avulla: i× (i× j) = i× k = −j
mutta (i× i)× j = 0× j = 0.
Geometrisesti vektoritulo a× b voidaan muodostaa projisoimalla vektori b




| = |b| sin (a, b).





| = |a× b|. Kun kerrotaan tämä yksikkövektorilla e, saadaan itse vek-




vastapäivään tasolla α. Kuvassa 2.9 on havainnollistettu tilannetta.
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Kuva 2.9. Vektoritulo graaﬁsesti esitettynä.
Lause 2.14. Vektoritulolle on voimassa seuraavat laskulait:
Skalaarilla kertominen (pa)× (qb) = (pq) (a× b)
Osittelulaki 1 a× (b+ c) = a× b+ a× c
Osittelulaki 2 (b+ c)× a = b× c+ c× a
Todistus. Skalaarilla kertominen voidaan osoittaa todeksi käsittelemällä erik-
seen positiiviset ja negatiiviset skalaarit. Positiivisilla luvuilla kertominen on
ilmeinen, koska positiivisella luvulla kertominen ei muuta vektorin suuntaa, ei-
kä täten myöskään vektoritulon suuntaa. Negatiivisella luvulla kertominen taas
muuttaa vektorin suuntaa, mutta suunnan muuttuminen vaihtaa myös vektori-
tulon suuntaa kuten yllä todettiin. Tällöin negatiivinen skalaari ja vektoritulon
negaatio kumoavat toisensa, joten ei ole väliä, missä vaiheessa skalaarilla ker-
tominen tapahtuu. Vektoritulon kertominen skalaarilla tarkoittaa vektoreista
muodostuvan suunnikkaan skaalaamista.
Osittelulaki 1 voidaan osoittaa todeksi aiemmin esitetyn geometrisen ajat-
telutavan mukaisesti (kuva 2.9). Nyt vektorin a normaalitasolle α projisoidaan
suunnikas jonka sivut ovat b ja c ja lävistäjänä b+ c. Suunnikkaan sivujen ( ja
lävistäjän) pituudet kerrotaan vektorin a pituudella ja sitä kierretään tasolla α
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vastapäivään. Näin saadaan suunnikas, jonka lävistäjä vastaa yhtälön va-
senta puolta, ja sen sivut yhtälön oikeaa puolta. Näin on osoitettu osittelulaki
1 oikeaksi.
Muuttamalla osittelulaki 1 jäsenten järjestystä saadaan osittelulaki 2 myös
osoitetuksi oikeaksi.
Edellisten laskulakien perusteella saadaan koordinaatiston yksikkövektoreil-
le seuraavat tulot.
1. i× i = j× j = k× k = 0
2. i× j = k, j× k = i, k× i = j
3. j× i = −k, k× j = −i, i× k = −j
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Näitä ominaisuuksia hyödyntäen, voidaan määrittää vektorirulo myös kom-
ponenttimuodossa.
Lause 2.15. Vektoreiden a = axi+ ayj+ azk ja b = bxi+ byj+ bzk
vektoritulo voidaan kirjoittaa komponenttimuodossa
a× b = (axi+ ayj+ azk)× (bxi+ byj+ bzk)
= (aybz − azby) i+ (azbx − axbz) j+ (axby − aybx)
2.6 Skalaarikolmitulo
Nyt, kun on käsitelty kaikki vektoreiden peruslaskutoimitukset, syvennytään
vielä hieman eri tulojen yhdistämiseen. Ensimmäisenä käsitellään skalaarikol-
mitulo, joka on jälleen skalaari.
Määritelmä 2.16. Skalaarikolmitulolla tarkoitetaan kolmen vektorin a, b, c
tuloa, jossa on sekä skalaari- että vektoritulo: a× b · c.
Jotta tulo olisi mielekäs, on vektoritulo luonnollisesti muodostettava ensin,
koska skalaarin ja vektorin välistä skalaarituloa ei ole määritelty. Näin ollen
sulkujen käyttö ei ole välttämätöntä, vaan (a× b) · c = a× b · c.
Geometrisesti skalaarikolmitulon itseisarvo on sellaisen suuntaissärmiön ti-
lavuus, jonka särminä ovat samasta pisteestä alkaen vektorit a, b, c. Kuvasta
2.10 nähdään, että suuntaissärmiön pohjasuunnikkaan ala on |a× b| ja sen kor-
keus taas on vektorin c skalaarikomponentti vektorille e, joka on samansuun-
tainen vektorin a× b kanssa. Tällöin suuntaissärmiön tilavuudeksi saadaan
määritelmien 2.2 sekä 2.9 mukaisesti |a× b| |c| |cos (c, a× b)| = |c · a× b| eli
skalaarikolmitulon itseisarvo.
Jos vektoreiden a ja b määrittämän suuntaissärmiön tahkon ja sivusärmän
c välinen kulma on terävä, eli vektorit muodostavat oikean käden systeemin (ku-
ten kuvassa 2.10), on skalaarikolmitulo positiivinen. Jos taas kulma on tylppä,
eli vektorit muodostavat vasemman käden systeemin (tahko on suuntaissärmiön
katto eikä pohja), on skalaarikolmitulo negatiivinen. Jos taas kyseessä on kuu-
tio, eli tahko ja särmä ovat kohtisuorassa toisiaan kohden, on skalaarikolmitulo
nolla skalaaritulon määritelmän mukaisesti.
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Kuva 2.10. Skalaarikolmitulon geometrinen havainnollistus.
Lause 2.17. Skalaarikolmitulolle on voimassa vaihdannaisuus, kun vektoreiden
paikkaa vaihdetaan kiertäen eli a× b · c = b× c · a = c× a · b. Ei siis ole vä-
liä, missä järjestyksessä välimerkit ovat, joten ne voidaan myös jättää merkitse-
mättä ja käyttää lyhyempää merkintää [abc]. Jos järjestystä vaihdetaan muul-
la tavoin kuin kiertäen, muuttuu tulo negatiiviseksi, eli a× b · c = −a× c · b.
Skalaarikolmitulolle on siis voimassa seuraava sääntö
[abc] = [bca] = [cab] = − [acb] = − [bac] = − [cba]
Lause voidaan todeta todeksi tutkimalla, mitkä tuloista muodostavat oikean
käden systeemin. Jos vektoreiden paikkaa vaihdetaan kiertäen, säilyy systee-
mi oikean puolisena, mutta jos järjestystä muutetaan muulla tavoin, syntyy
vasemman käden systeemi, jolloin tulo on alkuperäisen vastaluku.
2.7 Vektorikolmitulo
Viimeisenä käsitellään vektorikolmitulo, jossa nimensä mukaisesti on kyseessä
kolmen vektorin vektoritulo, jonka tulona on vektori.
Määritelmä 2.18. Kolmen vektorin a, b, c vektorikolmitulolla tarkoitetaan
tuloa a× (b× c) tai (a× b)× c.
Vektoritulon yhteydessä on todettu, ettei se ole liitännäinen, joten sulkeiden
käyttö vektorikolmitulossa on välttämätöntä.
Lause 2.19. Vektorikolmitulolle on voimassa seuraava kehityskaava
a× (b× c) = (a · c)b− (a · b) c.
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Todistus. Tämä kehityskaava saadaan suorittamalla vektoritulot komponen-
teittain. Aloitetaan suorittamalla suluissa oleva vektoritulo ensimmäisenä. Tä-
män jälkeen kerrotaan tulo vektorilla a ja saadaan vektorikolmitulon kompo-
nenttimuoto. Todistusta varten on muistettava seuraavat yksikkövektoreiden
ristitulot toistensa kanssa. Todistuksessa käsitellään selvyyden vuoksi vain x-
akselilla olevat komponentit.
i× j = k, j× k = i, k× i = j ja j× i = −k, k× j = −i, i× k = −j.
x-akselilla olevat komponentit saadaan siis kertomalla j ja k komponentit
keskenään, lisäksi on muistettava, että vektorin ristitulo itsensä kanssa on 0.
a× (b× c) = (axi+ ayj+ azk)× ((bxi+ byj+ bzk)× (cxi+ cyj+ czk))
= (axi+ ayj+ azk)× ((bycz − bzcy) i+ (bzcx − bxcz) j+ (bxcy − bycx)k)
Siirrytään käsittelemmän vain x-akselilla olevia komponentteja.
(ayj+ azk)× ((bzcx − bxcz) j+ (bxcy − bycx)k)
= ay (bxcy − bycx) j× k+ az (bzcx − bxcz)k× j
= [ay (bxcy − bycx)− az (bzcx − bxcz)]i
= [aybxcy − aybycx − azbzcx + azbxcz] i
= [aybxcy − aybycx − azbzcx + azbxcz + axbxcx − axbxcx] i
= [(axcx + aycy + azcz) bx − (axbx + ayby + azbz) cx] i
= (a · c) bxi− (a · b) cxi
Tämä kuitenkin oli vain x-akselin komponentit. Jos sama suoritetaan myös
y ja z-akselille ja summataan tulokset yhteen, saadaan vektorikolmitulolle ha-
luttu muoto:
a× (b× c) = (a · c)b− (a · b) c.
Saatu tulos voidaan myös saada seuraavaan muotoon vaihtamalla vain jär-
jestystä, jolloin molemmilla puolilla merkit vaihtuvat.
(b× c)× a = (a · b) c− (a · c)b
2.8 Vektoreiden soveltava käyttö kouluopetuksessa
Tässä luvussa on esitelty muutamia sovelluksia vektoreille, joita esiintyy oppi-
kirjoissakin. On tärkeää, että oppilaat kokevat vektoreiden opiskelulla olevan
merkitystä ja oppia käyttämään vektoreita matemaattisena työkaluna erilaisis-
sa yhteyksissä. Vektoreita tulee käyttöön koulussa myös fysiikan puolella, missä
esimerkiksi voimien yhteydessä törmätään väistämättä vektoreihin. Matematii-
kassa onkin hyvä huomata, että sovelluskohteet voivat löytyä myös oman alan
ulkopuolelta.
Melko yksinkertaisena esimerkkinä toimii tuuli, joka voidaan ajatella vekto-
rina, koska sillä on tietty suunta ja suuruus. Tuulta myös esitetään sääkartois-
sa usein nuolella. Vektoreiden yhteenlaskua voidaan havainnollistaa esimerkiksi
tuulisella säällä palloa heittämällä. Pallon kulku määräytyy (yksinkertaistettu-
na) heiton suunnan ja voimakkuuden lisäksi myös tuulen suunnan ja voimak-
kuuden mukaan. Tällöin lentorata on näiden kahden vektorin summa ja tätä
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voivat oppilaat kokeilla myös kotona.
Mitä enemmän vektoreita koulussa opetetaan, sitä enemmän alkaa sovelta-
via käyttökohteita löytyä matematiikastakin. Esimerkiksi erilaisten geometris-
ten todistusten tai määritystehtävien ratkaisu on yksi tapa soveltaa vektoreita.
Myös fysiikan puolelta sovelluskohteita löytyy lisää, mutta ne muuttuvat mo-
nimutkaisemmiksi.
Esimerkiksi skalaarilla kertomista käytetään fysiikassa painon määrittämi-
seen, jolloin paino saadaan kaavalla G = mg, missä g on gravitaatiokentän
aiheuttama putoamiskiihtyvyys. Tämän avulla on selitettävissä esimerkiksi se,
miksi kuussa kaikki on kevyempää. Skalaarituloa taas voidaan hyödyntää fysii-
kassa esimerkiksi työn laskemiseen. Työ W saadaan näet voiman F ja matkan
s skalaaritulona, W = F · s. Tämäkin havainnollistaa hyvin, kuinka kahden
vektorin tulo voi olla pelkkä skalaari.
Myös vektoritulolla on useita sovelluksia esimerkiksi fysiikassa. Yksi näistä
on kappaleeseen vaikuttava voiman momentti. Kun kappaleen paikkaa mer-
kitään paikkavektorilla r ja siihen vaikuttavaa voimaa vektorilla F, voidaan
momentti ratkaista ristitulolla seuraavasti,M = r× F. Käytännössä tämä tar-
koittaa vääntövaikutusta, joka lasketaan vääntävän voiman ja vipuvarren risti-
tulona. [1, s. 119]
Matematiikassa vektoreita voidaan käyttää esimerkiksi trigonometriassa apu-
na kaavojen johtamiseen tai geometristen ongelmien ratkaisuun ja todistami-
seen. Esitellään tässä yhteydessä esimerkkeinä kosinilauseen johtaminen, yksi
kolmion merkillisten pisteiden todistus sekä suuntaissärmiön tilavuuden mää-
rittäminen.
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Esimerkki 1. Kosinilauseen johtaminen.
Kuva 2.11. Kosinilauseen johtaminen.
Kuvan 2.11 mukaisesti voidaan vektori c ilmoittaa vektoreiden a ja b avul-
la. Jos saadusta yhtälöstä otetaan skalaaritulo itsensä kanssa, saadaan yhtälö,
jota muokkaamalla pistetulon määritelmän mukaisesti saadaan johdettua kosi-
nilause.
c = a+ b.
c · c = (a+ b) · (a+ b)
c
2







+2 |a| |b| cos (a, b)







− 2|a| |b| cos (γ)










Esimerkki 2. Todista, että kolmion keskijanat leikkaavat kaikki samassa pis-
teessä ja että tämä piste jakaa jokaisen keskijanan kärjestä lukien suhteessa
2:1.
Kuva 2.12. Kolmioiden keskijanojen leikkauspiste.





teeksi määritellään piste P . Nyt vektori
−→



















































tb = (1− t) c+
1
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päätelmät saadaan tehtyä kaikille keskijanoille, joten voidaan todeta, että kes-
kijanojen leikkauspiste P on kaikkien keskijanojen leikkauspiste ja se jakaa
keskijanat kärjestä lukien suhteessa 2:1.
22
Esimerkki 3. Suuntaissärmiön tilavuuden määrittäminen.
Kuva 2.13. Suuntaissärmiön tilavuuden määrittäminen.
Määritetään suuntaissärmiön (Kuva 2.13 ) tilavuus, jonka kylkinä ovat paik-
kavektorit a = 4j+2k, b = 5i+2j+k ja c = i+3j+2k. Suuntaissärmiön pohjan
suunnikkaan ala saadaan sitä rajoittavien vektoreiden a ja b ristitulon itseisar-
vona. (Ks. lause 2.15.)






































Eli |a× b| = |(0i+ 4j+ 2k)× (5i+ 2j+ 1k)|
= |(4 · 2− 2 · 2) i+ (2 · 5− 0 · 1) j+ (0 · 2− 4 · 5)k|
= |4i+ 10j− 20k| .
Suuntaissärmiön tilavuus saadaan aiemmin esitellyllä tavalla (ks. luku 2.6)
skalaarikolmitulolla tutun tilavuuden kaavan V = Ah mukaisesti.
Suuntaissärmiön tilavuus saadaan skalaaritulosta vektorin c ja jo lasketun
ristitulon a× b välillä, kun skalaaritulo otetaan komponenteittain (Lause 2.12,













c · a× b = 1·4+3·10+2·(−20) = −6 ja tämän itseisarvo on suuntaissärmiön
tilavuus eli V = |−6| = 6.
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3 Vektorialgebran opetus kouluissa
Tässä tutkielmassa on tutkittu Suomessa julkaistuja kansallisia peruskoulun ja
lukion opetussuunnitelmia ja opetussuunnitelman perusteita 1970-luvulta tä-
hän päivään. Kaikista julkaisuista käytetään jatkossa selkeyden vuoksi termiä
opetussuunnitelma. Julkaisuista on tutkittu, missä laajuudessa ne asettavat
vektorialgebraa opetettavaksi kouluihin. Lisäksi jokaisen julkaisun vaikutusa-
jalta on valittu oppikirjoja, joissa vektorialgebraa tulisi opetussuunnitelman
mukaisesti käsitellä sekä kirjoja joissa vektoreita voitaisiin hyödyntää. Oppi-
kirjoista on tutkittu, kuinka opetussuunnitelman asettamat tavoitteet ovat op-
pikirjoissa näkyneet. Jokainen opetussuunnitelma on käsitelty omassa alaluvus-
saan, jossa lisäksi on käsitelty mahdolliset oppikirjat kyseiseltä ajalta. Tausta-
tiedoksi tutkitaan myös oppikoulujen ajalta edellisiä oppiennätyksiä sekä pe-
rehdytään muutamiin kirjoihinn näiden ajalta.
Peruskoulu-uudistuksen lisäksi Suomen koulujärjestelmässä on tapahtunut
myös pienempiä muutoksia tutkittavalla ajanjaksolla. Peruskoulun ensimmäi-
sessä opetussuunnitelmassa (1970 [18]) matematiikassa oli vielä käytössä ta-
sokurssit eli seitsemännellä luokalla kaksi eritasoista kurssia ja kahdeksannella
sekä yhdeksännellä kolme eritasoista kurssia. Tämän jälkeen tasokursseista on
ainakin opetussuunnitelmien tasolla luovuttu peruskoulussa. Lukiossa pidempi
ja lyhyempi oppimäärä ovat aina matematiikassa olleet eroteltuina toisistaan.
Tutkittaessa kaikki eritasoiset kurssit on otettu huomioon.
Opetettavia sisältöjä on verrattu yllä esiteltyihin vektorialgebran osa-alueisiin.
Peruskäsitteistöllä tarkoitetaan luvussa 2.1 käsiteltyjä käsitteitä kuten yksikkö-
vektori, nollavektori sekä vektoreiden yhdensuuntaisuus, pois lukien suuntaja-
nojen ekvivalenttisuus eli määritelmä 2.1. Peruslaskutoimituksilla taas tarkoite-
taan luvun 2.3 asioita, eli vektoreiden yhteen- ja vähennyslaskua sekä skalaarilla
kertomista. Jos vektoreita ylipäätään opetetaan, tulevat nämä asiat yleensä kä-
sitellyiksi. Myös pidemmälle menevissä asioissa viitataan aiemmin käsiteltyihin
sisältöihin, vaikka oppikirjoissa asiat käsitellään usein hieman esitettyä suora-
viivaisemmin. Jatkossa vektorialgebrasta käytetään yksinkertaisempaa muotoa
vektorit, koska vektoreista ei käsitellä muuta koulussa.
3.1 Katsaus oppiennätyksiin ennen vuotta 1970
Vuonna 1941 vahvistettiin valtion oppikouluihin uudet oppiennätykset [39],
joissa ei ole mainintaa vektoreista oppisisällöissä. Oppiennätyksissä painote-
taan periaatetta, että opetettavia sisältöjä ei pidä olla liikaa, jotta käsiteltävät
asiat voidaan oikeasti ymmärtää. Yleisissä matematiikan opetuksen tavoitteissa
mainitaan, että lukioluokkien opetuksessa tulee pitää silmällä jatko-opintoja.
Tarkoitus oli valmistaa opiskelijoita mahdollisimman hyvin jatko-opintoihin,
mutta ilmeisesti jatko-opinnoissa ei vektoreiden hallintaa vaadittu. Oppiennä-
tyksissä opetettavat sisällöt ovat yksityiskohtaisesti avattuja, joten voidaan to-
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deta, ettei vektoreita oppiennätysten mukaan tarvinnut opettaa oppikouluissa
vuosien 1941 ja 1960 välillä.
Kouluhallitus vahvisti uudet oppikoulun oppiennätykset vuonna 1960 [20],
[21]. Nämä olivat viimeiset oppiennätykset ennen peruskoulu-uudistusta Suo-
messa. Oppiennätyksissä on tarkasti selostettu kaikki opetettavat aiheet vuosi-
luokittain ja annettu metodisia ohjeita eri aihealueiden opettamiseen. Mitään
mainintaa vektoreista niissä ei kuitenkaan ole.
Lisäksi tutkittiin vertailun vuoksi kaksi ennen peruskoulu-uudistusta käy-
tettyä lukion oppikirjaa. Lukioissa opetus ei vielä tällöin ollut muuttunut kurs-
sipohjaiseksi ja kirjat olivatkin aihealueittain tehtyjä ja erosivat nykyisistä op-
pikirjoista merkittävästi jo ulkoasultaan. Kallion Geometria 2, lukion oppi-
määrä [16] sekä Väisälän Algebran oppi- ja esimerkkikirja lukion pidempään
kurssiin [40] olivat molemmat saatavilla useista eri lähteistä, eli ovat olleet il-
meisesti laajasti käytössä. Kummastakaan näistä ei kuitenkaan löydetty min-
käänlaista mainintaa vektoreista, joten ainakaan matematiikassa vektorit eivät
ole olleet edustettuina. Fysiikassa on toki voitu opettaa vektoreista tarpeelliset
asiat fysiikkaa varten. Fysiikan oppikirjoihin tai opetussuunnitelmiin ei tässä
tutkielmassa kuitenkaan ole perehdytty.
3.2 Peruskoulun opetussuunnitelman perusteet 1970
Vuoden 1970 peruskoulun opetussuunnitelman perusteissa [18] vektorit ovat
osana geometrian opetusta. Geometrian osa-alueena on mainittu vektorigeo-
metria kahdeksannelle ja yhdeksännelle luokalle. Tarkemmin vektorit maini-
taan ainoastaan yhdeksännen luokan keskikurssilla sekä laajalla kurssilla ja
näissäkin melko lyhyesti. Tämä on kuitenkin tällä hetkellä tuorein maininta
vektoreista Suomen peruskoulun opetussuunnitelmissa.
Opetussuunnitelman lisäksi opettajille on julkaistu POPS70 oppaita ku-
hunkin oppiaineeseen, joissa annetaan konkreettisia esimerkkejä opetussuunni-
telman toteuttamiseen. Matematiikan oppaassa [22] vektoreiden opetus noste-
taan esille jo 8. kouluvuoden keski- ja laajalla kurssilla vektoreiden yhteenlas-
kulla sekä 9. kouluvuoden keski- ja laajalla kurssilla laajemmin otsikolla Vek-
toreista. Lisäksi 9. kouluvuoden syksyllä on yleiskurssilla maininta Vektori-
laskuja. Opetussuunnitelman voidaan todeta jättäneen melko lailla tulkinnan
varaa opetuksen järjestämisestä, koska opetussuunnitelmassa ja siitä laaditus-
sa oppaassa eroja on merkittävästi. Kuitenkin vektoreita on jossain vaiheessa
peruskoulua opetettu ainakin kahdelle vaativimmalle tasokurssille.
1970-luvun alussa matematiikan opetukseen Suomessa vaikutti myös Poh-
joismaisen matematiikan opetuksen uudistuskomitean mietintö [38], joka val-
mistui 1967 . Uudistuskomitea on halunnut nostaa kouluopetukseen niin kut-
suttua uutta matematiikkaa, joka toi opetukseen muun muassa joukko-oppin.
Mietinnössä on esitetty sisältö kaikille tarkoitettavasta matematiikan opetuk-
sesta peruskouluun sekä lukioon. Tässä sisällössä vektorit nousevat ensimmäi-
sen kerran esille kahdeksannella luokalla, jolloin opetettavaksi esitetään taso-
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vektoreita. Tarkemmin vektoreista mainitaan käsiteltäväksi peruslaskutoimi-
tukset sekä koordinaattiesitys (ks. luku 2.2). Mietinnön suorat vaikutukset ei-
vät olleet kovin kauaskantoisia, mutta näkyivät oppikirjoissa 70-luvulla. Myö-
hemmin julkaistuissa oppikirjoissa ei enää ole mainintoja mietinnöstä, eivätkä
sen nostamat asiat näy opetettavissa sisällöissä.
3.2.1 Opetussuunnitelman toteutuminen oppikirjoissa
70-luvun vaihtelevat ohjeet eri lähteissä näkyvät myös oppikirjoissa, joilla ei ole
näyttänyt olevan selkeää linjaa, mitä ohjeistusta noudatetaan. Ohjeiden vaih-
televuudesta johtuen tutkittiin tässä yhteydessä laajemmin oppikirjoja, jotta
saataisiin parempi käsitys, kuinka paljon vektoreita oikeastaan on opetettu pe-
ruskoulun aikana.
Esimerkiksi Matematiikka -sarjan kirjassa 5 [15] käsiteltiin vektoreita. Täs-
sä kokeiluperuskoulun viidennelle luokalle tarkoitetussa kirjassa on käsitelty
joukko-opin alkeita. Negatiivisten lukujen kohdalla käsitellään lukusuoraa en-
sin janojen avulla, mutta seuraavaksi janoille annetaan suunta ja siirrytään
puhumaan vektoreista. Tässä yhteydessä vektoreista käsitellään yhtäsuuruus,
nollavektori, yhteenlasku ja vähennyslasku. Tarkoituksena on korvata luonnol-
listen lukujen yhteen- ja vähennyslasku vektoreiden yhteen- ja vähennyslaskul-
la. Vektorit tarjoavatkin toimivalta vaikuttavan tavan havainnollistaa negatii-
visilla luvuilla laskemista.
Ylempien luokkien kirjoista kirjoista tutkittiin kirjasarjaa Matematiikan tie-
dot. Näistä ensimmäisessä, seitsemännelle luokalle tarkoitetussa kirjassa [41]
puhutaan suuntajanoista kaikille tasokursseille tarkoitetussa Yhdensuuntaisuus
ja kierto -kappaleessa. Tässä yhteydessä käsitellään nollajana, yhteenlasku ja
sen vaihdantalaki ja liitäntälaki sekä luonnollisella luvulla kertominen. Suora-
naisesti ei puhuta edes vektoreista, koska käsittelyssä ovat vain yhdensuuntaiset
suuntajanat, mutta voidaan ajatella tässä pohjustettavan vektoreiden käsitte-
lyä. Kirja ei oleta vektoreiden hallitsemista ennestään.
Lisäksi Matematiikan tiedot 7 -kirjassa on Tason vektorit -kappale, jo-
ta ei ole tarkoitus käsitellä suppealla kurssilla. Tässä kappaleessa vektoreita
käsitellään melko täsmällisesti. Käsiteltävinä aiheina ovat peruskäsitteet se-
kä -laskutoimitukset laskulakeineen. Lisäksi käsitellään vektorin komponentit,
paikkavektori, kantavektorit sekä koordinaatit.
Matematiikan tiedot 8 -kirjan [42] kaikille tarkoitetussa Tason vektorit kap-
paleessa käsitellään miltei samoja asioita kuin edellisen kirjan vastaavassa lu-
vussa. Asioiden käsittelytapa on kuitenkin paljon täsmällisempi ja lauseita to-
distetaan enemmän. Lisäksi vektoreiden yhteydessä käsitellään erilaisia sovel-
luksia, joissa vektoreita voidaan käyttää, sekä lineaarifunktio paikkavektorin
avulla. Myöhemmin kirjassa käytetään vektoreita muun muassa yhdenmuotoi-
suuskuvausten ominaisuuksia todistettaessa.
Matematiikan tiedot 9 -kirjassa [43] vektoreita käytetään hyödyksi laajalle
kurssille tarkoitetussa kappaleessa Reaalilukujen merkitys. Kappaleessa käsitel-
lään lähinnä vektorin pituutta ja sen avulla muun muassa pisteiden etäisyyk-
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siä toisistaan. Kaikille tarkoitetuissa kappaleissa Avaruusgeometrian alkeet ja
Avaruuskuvista käsitellään enemmän vektoreita kolmiulotteisessa avaruudes-
sa. Kappaleissa käsitellään muun muassa kolmiulotteisen avaruuden kantavek-
torit, kahden tason välinen kulma, paikkavektori sekä kavaljeeriperspektiivi.
Kokonaan uusia asioita vektoreihin ei näissä kappaleissa juurikaan tule, vaan
käsittelyä lähinnä laajennetaan.
1970-luvulla peruskoulussa vektoreista käsiteltiin siis pituus, yhteenlasku
sekä skalaarilla kertominen. Annetuissa opetussuunnitelmissa ja muissa ohjeis-
sa eroavaisuuksia oli melkoisesti, mutta ainakin tutkittuja kirjoja käyttäneet
koulut ovat opettaneet vektoreita peruslaskutoimituksiin asti kaikille oppilail-
le jo kahdeksannella luokalla. Lisäksi yhdeksännellä luokalla opetettiin kaikille
vektoreita kolmessa ulottuvuudessa. Kaikkien oppilaiden saamat sisällöt olivat
siis poikkeuksellisen laajat verrattuna menneisiin tai tuleviin vuosikymmeniin.
Joissain kouluissa on vektoreita pohjustettu kenties jo viidennellä luokalla. Vek-
toreiden käsittelyn lisäksi oppikirjoissa vektoreita käytettiin erilaisissa sovelluk-
sissa ja havainnollistuksissa, joten vektoreista on saanut hyvin laajat tiedot jo
peruskoulussa 1970-luvulla.
3.3 Lukion opetussuunnitelma 1973
Peruskoulu-uudistuksen myötä lukioille tuli olla oma opetussuunnitelmansa.
Ensimmäinen lukion opetussuunnitelma julkaistiin vuonna 1973. Tämän lisäk-
si vuonna 1977 julkaistiin lukion opetussuunnitelmatoimikunnan mietintö II
[19], jossa on muokattu opetussuunnitelmaa peruskouluun siirtymisen tuomien
muutosten mukaisesti. Kaikilla peruskoulun käyneillä tuli olla mahdollisuus lu-
kiokoulutukseen ja näin ollen lukiossa ei voitu olettaa tietyn tasokurssin mu-
kaista osaamista peruskoulun jälkeen. Vuoden 1977 mietintö on kuitenkin si-
sällöltään hyvin samankaltainen kuin vuonna 1981 julkaistu kurssimuotoinen
oppimäärä matematiikalle [24] sekä 1985 lukion opetussuunnitelman perusteet
[25]. Tästä syystä ei ole merkityksellistä käsitellä kaikkia erikseen, vaan voidaan
keskittyä tässä vuoden 1973 opetussuunnitelmaan ja myöhemmin vuoden 1985
lukion opetussuunnitelman perusteisiin. Vuonna 1967 valmistunut Pohjoismai-
sen matematiikan opetuksen uudistuskomitean mietintö [38] sisälsi myös ehdo-
tuksen lukion opetussisällöiksi, mutta nämä eivät juuri näy lukion oppikirjoissa
eivätkä eroa virallisesta opetussuunnitelmasta.
Vuoden 1973 lukion matematiikan opetussuunnitelmassa [23] matematii-
kan opetuksen yleiseksi tavoitteeksi esitellään mahdollisimman perusteellinen
valmistavuus erilaisiin jatko-opintoihin sekä harrastuneisuuden herättäminen.
Lisäksi eritellään, että pitkällä kurssilla pidetään lähinnä silmällä matemaattis-
luonnontieteellisiä sekä teknisiä jatko-opintoja, kun taas lyhyellä kurssilla täh-
dätään enemmän humanistisiin, yhteiskunnallisiin sekä palvelu- ja kauppa-alan
jatko-opintoihin.
Suurimpana muutoksena vanhoihin oppiennätyksiin mainitaan geometrisen
materiaalin käsittely, jossa siirrytään suurelta osin vektoreiden käyttöön. Lisäk-
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si Eukleideen mukaiselle systematiikalle perustuvasta esityksestä on luovuttu.
Vektoreiden tulisi siis näkyä merkittävästi tässä opetussuunnitelmassa. Myös
ensimmäisen vuoden yleisissä tavoitteissa painotetaan, että on käytettävä aikaa
aiemmin opittujen tietojen ja taitojen syventämiseen ja varmistamiseen. Eten-
kin vektoreiden sisäistäminen nostetaan esille, jos opiskelija ei ole opiskellut
peruskoulun uusien opetussuunnitelmien mukaisesti.
Lyhyellä kurssilla vektoreita käsitellään vain ensimmäisenä vuonna, jolloin
aiheina ovat peruskäsitteiden kertaus sekä peruslaskutoimitukset. Lisäksi käsi-
tellään koordinaattiesitys sekä skalaaritulo. Ainakin skalaaritulo on uutta asiaa
lukiossa ja se opetetaan kaikille. Melko laajat perustiedot ovat sisältyneet jo
lyhyen kurssin sisältöihin.
Myös pitkällä matematiikan kurssilla on ensimmäiselle vuodelle merkitty
opetusjakso vektoreista, joka on sisällöltään hyvin samankaltainen kuin lyhyen
kurssin vastaava opetusjakso. Aiheiden käsittelyssä on kuitenkin pieniä ero-
ja, esimerkiksi koordinaattiesityksen kohdalla mainitaan vektorikomponentin
ja skalaarikomponentin erottelu, skalaaritulon kohdalla laskulait sekä kahden
koordinaattimuodossa olevan vektorin skalaaritulon laskeminen. Lisäksi syven-
tävään materiaaliin on merkitty ajan salliessa käsiteltäväksi aiheeksi vektori-
tulo. Vektoreista löytyy maininta myös suoran yhtälöiden yhteydessä, missä
mainitaan vektorimuotoisten yhtälöiden käsittely sekä kolmannen vuoden ker-
tausosiossa mainitaan vektoreiden kertaus käyttäen kolmiulotteisia vektoreita.
Pitkällä matematiikan kurssilla käsiteltäviä asioita tulee hieman enemmän ja
hieman syvällisemmin kuin lyhyellä kurssilla. Merkittävää eroa ei kuitenkaan
lyhyen ja pitkän kurssin välillä ole vektoreiden opetuksessa.
3.3.1 Opetussuunnitelman toteutuminen oppikirjoissa
Lyhyen kurssin oppikirjassa Lukion matematiikka 1, lyhyt kurssi [28] vektorei-
den käsittely aloitetaan alusta ja käsittely aloitetaan suuntajanasta sekä vek-
toreiden ominaisuuksista. Seuraavaksi käsitellään peruslaskutoimitukset sekä
skalaaritulo lauseen 2.10 mukaisesti. Lopuksi käsitellään vielä vektorin koordi-
naatit vektori- ja skalaarikomponenttien avulla. Eteneminen kirjassa on melko
ripeää, joten kenties oletus on, että vektorit ovat jossain määrin tuttuja en-
tuudestaan. Muissa sarjan kirjoissa Lukion matematiikka 2 ja 3, lyhyt kurssi
[29, 27] vektoreita ei käsitellä, eikä niitä käytetä. Kirjasarja vastaa hyvin ope-
tussuunnitelmassa esitettyjä sisältöjä.
Lukion matematiikka kirjasarjan pitkän kurssin ensimmäiselle vuodelle tar-
koitetussa teoksessa Lukion matematiikka 1, pitkä kurssi, [12] käsitellään vekto-
reita useassa luvussa. Aluksi vektoreihin perehdytään Tason vektorit -luvussa,
jossa määritellään vektorit suuntajanojen kautta, käsitellään vektoreiden pe-
rusominaisuudet sekä -laskutoimitukset laskulakeineen, vektorin komponentit
sekä joitakin geometrisia sovelluksia. Vektoreihin perehdytään lisää trigono-
metrian yhteydessä, jolloin käsitellään skalaaritulo lauseen 2.10 mukaisesti se-
kä skalaaritulon laskulait. Lisäksi vektoreita käytetään tämän jälkeen hyödyksi
erilaisten lauseiden, kuten kosinilauseen, johtamisessa (ks. esimerkki 1). Ana-
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lyyttisen geometrian yhteydessä rinnastetaan piste ja paikkavektori (ks. luku
2.1) sekä muodostetaan suoran vektorimuotoinen yhtälö. Lisäksi vektoreita käy-
tetään jälleen apuna janan keskipisteen kaavan johdossa, kahden suoran välisen
kulman sekä pisteen ja suoran välisen etäisyyden määrittelemisessä.
Lukion matematiikka 2, pitkä kurssi [13] teoksessa vektoreita ei ole käsitelty
eikä niitä ole käytetty. Viimeisen vuosiluokan kirjassa, Lukion matematiikka 3,
pitkä kurssi [14], vektoreita käsitellään yhdessä luvussa, joka on vektorilasken-
taa. Tällöin käsittelyyn otetaan kolmiulotteinen avaruus ja sen vektorit. Lähin-
nä luvussa käsitellään jo aiemmin opittuja asioita kolmiulotteiseen avaruuteen
sovellettuna, mutta lopuksi käsitellään uutena asiana vektoritulo määritelmi-
neen (ks. määritelmä 2.13) ja laskulakeineen sekä suuntaissärmiön tilavuuden
määritys (ks. esimerkki 3).
1973 vuoden lukion opetussuunnitelmassa vektorit ovat melko laajasti esillä
sekä lyhyellä että pitkällä matematiikan kurssilla, mikä onkin luonnollista, kun
vektoreita on käsitelty myös peruskoulussa. Tutkitussa kirjasarjassa vektoreita
on käsitelty melko perusteellisesti ja erityisesti vektoreita on liitetty muihinkin
opetettaviin asioihin ja hyödynnetty esimerkiksi kaavojen johtamisessa. Lisäksi
esitetyt lauseet ovat joko perusteltuja tai todistettuja ja käsittely on yleisesti
täsmällistä ja joukko-oppiin pohjautuvaa. Kyseinen opetussuunnitelma ja oppi-
kirjat eroavat tulevista, sillä ne eivät ole kurssimuotoisia. Tämä näkyy etenkin
oppikirjoissa, jotka ovat vuosiluokittain tehtyjä, ja tästä syystä käsiteltävien
asioiden integroiminen on helpompaa ja luonnollisempaa.
3.4 Peruskoulun opetussuunnitelman perusteet 1985
Vuoden 1985 peruskoulun opetussuunnitelman perusteissa [26] ei matematiikan
oppiaineksessa mainita vektoreita opetettavissa aiheissa. Ainoastaan kohdassa
Valinnaiset ja syventävät opinnot ehdotetaan, että 1520 % oppitunneista yh-
deksännellä luokalla käytettäisiin valinnaisiin ja syventäviin opintoihin, joihin
voisi sisältyä esimerkiksi vektorilaskentaa. Käytännössä vektoreiden opetus pe-
ruskoulussa on luultavimmin jäänyt hyvin vähäiseksi, koska näissä opinnoissa
saatettiin käyttää aikaa myös vanhojen asioiden kertaamiseen tai jo opittujen
asioiden syventämiseen sekä moniin muihin syventäviin aiheisiin. Jos vektorei-
ta joissain kouluissa onkin käsitelty, on tuntimäärä luultavasti jäänyt melko
vähäiseksi eikä vektoreita oli kovin syvällisesti ehditty käsitellä.
3.5 Lukion opetussuunnitelman perusteet 1985
Kouluhallitus julkaisi vuonna 1981 Lukion kurssimuotoisen oppimäärän ja op-
pimismääräsuunnitelman kaikille opetettaville aineille, jotka astuivat voimaan
syksyllä 1982. Vuonna 1983 säädettiin uusi lukiolaki, jossa opetussuunnitel-
man laatiminen tuli koulun ylläpitäjän velvollisuudeksi, kun taas kouluhalli-
tuksen tuli tarjota kunnan opetussuunnitelman laadintaa ja oppiaineiden ope-
tusta koskevat ohjeet ja päättää valtakunnallisista oppimääristä. Tämän seu-
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rauksena vuonna 1985 julkaistiin Lukion opetussuunnitelman perusteet 1985,
joissa määritellään laajemmin lukion tehtävää eikä ainoastaan oppiaineiden op-
pimääriä. [25]
Vuoden 1985 opetussuunnitelman perusteissa [25] ja vuoden 1981 oppimää-
rässä [24] matematiikan sisällöt ovat lähes muuttumattomat sanamuotoja lu-
kuun ottamatta, joten tässä yhteydessä vuoden 1981 oppimäärä jätetään kä-
sittelemättä. Vuoteen 1982 mennessä tehdyt oppimateriaalit säilyivät käytössä
aina seuraavaan 1994 lukion opetussuunnitelman perusteisiin asti [34], joten
ajanjakso voidaan nähdä oppikirjojen osalta yhtenäisenä, vaikka opetussuun-
nitelmana käsitelläänkin 1985 opetussuunnitelman perusteita. Tässä opetus-
suunnitelman perusteissa kurssin pituudeksi on määritelty 38 oppituntia, mikä
onkin pysynyt samana vuoden 2004 opetussuunnitelmaan asti.
Vuoden 1985 opetussuunnitelman perusteissa yleisellä matematiikalla täh-
dätään lähinnä humanistisiin, yhteiskuntatieteellisiin sekä palvelu- ja kauppa-
alan jatko-opintoihin, kun taas laajalla oppimäärällä tähdätään matemaattis-
luonnontieteellisiin sekä teknisiin jatko-opintoihin. Jatko-opintotavoitteet ovat
samat kuin edellisessäkin opetussuunnitelmassa. Yleistavoitteet harrastunei-
suuden herättämisestä sekä matemaattisen yleissivistyksen saavuttamisesta ovat
yhteiset molemmille oppimäärille.
Yleisessä oppimäärässä yleisten tavoitteiden kohdalla mainitaan vektorei-
den peruslaskutoimitukset laskuteknisten valmiuksien kohdalla. Yleisessä op-
pimäärässä vektoreita käsitellään yhdellä kurssilla, jonka aiheina on geomet-
rian kertausta, trigonometriaa sekä vektoreita. Vektoreista käsiteltävinä aiheina
mainitaan peruskäsitteistö, peruslaskutoimitukset sekä näiden laskulait ja vek-
toreiden komponenttiesitys. Lisäksi mainitaan skalaaritulo ylimääräisenä asia-
na, joka voidaan käsitellä ajan ja kiinnostuksen mukaan. Kurssisisällöissä on
myös maininta geometrisista sovelluksista, mutta ei tule selväksi, onko näissä
tarkoitus käyttää vektoreita.
Myös laajan oppimäärän kohdalla mainitaan yleisissä tavoitteissa vektorei-
den peruslaskutoimitusten hallinta. Vektoreita käsitellään laajassa oppimää-
rässä kahdella kurssilla. Ensimmäisellä kurssilla aiheena on vektoreiden lisäksi
geometria. Tavoitteena tällä kurssilla on hallita vektoriopin ja tasogeometrian
peruskäsitteet sekä tutustua vektoreiden käyttöön todistustehtävissä ja geo-
metriassa. Sisällöissä eritellään tarkemmin vektoreista käsiteltäväksi peruskä-
sitteistö, peruslaskutoimitukset laskulakeineen sekä skalaaritulon määritelmä
ja laskulait. Lisäksi syventävänä materiaalina tulisi käydä koordinaattiesitys,
vektoriyhtälöt sekä vektori- ja skalaarikomponentti.
Toisella vektoreita käsittelevällä kurssilla on aiheena vektorilaskennan täy-
dennyksen lisäksi avaruusgeometria ja kompleksiluvut. Kurssin tarkoituksena
on syventää vektorilaskennan tuntemusta ja laajentaa tuntemusta myös kol-
miulotteisen avaruuden vektoreihin. Yhdistelmänä kurssin sisältö on hyvin mie-
lenkiintoinen ja tarjoaa valtavasti mahdollisuuksia vektoreiden soveltamiseen.
Opetussuunniltemasta ei kuitenkaan nähdä, kuinka aiheita hyödynnetään kurs-
silla. Sisältönä vektoreiden osalta kurssilla mainitaan kolmiulotteinen vektoria-
varuus sekä ylimääräisenä asiana vektoritulo ja skalaarikolmitulo, joita voidaan
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käsitellä ajan ja kiinnostuksen mukaan.
Erona yleisen ja laajan oppimäärän välillä on lähinnä skalaaritulo sekä kol-
miulotteisen avaruuden vektorit, jotka tulevat vain laajassa oppimäärässä. Pe-
rustiedot vektoreista tulevat kuitenkin kaikille lukion opiskelijoille ja etenkin
laajassa oppimäärässä mennään melko haastaviinkin asioihin. Tämä on viimei-
sin lukion opetussuunnitelma, jonka mukaan näin tapahtuu.
Vuoden 1985 lukion opetussuunnitelman perusteet antaa selkeät erittelyt,
mitä sisältöjä vektoreista tulisi kullakin kurssilla käsitellä, joten epäselvyyt-
tä ei oppikirjojen tekijöillä tai opetuksen järjestäjillä luultavasti ollut. Myös
oppimäärien yleiset tavoitteet on opetussuunnitelmassa eritelty tarkasti.
3.5.1 Opetussuunnitelman toteutuminen oppikirjoissa
Yleisen oppimäärän oppikirjassa Akseli 1. [44] tason vektoreita käsitellään noin
puolen kurssin verran. Toinen puolikas kurssista on trigonometriaa. Vektorei-
den käsittely aloitetaan yhteydestä fysiikkaan sekä suuntajanan käsitteestä ja
ominaisuuksista, jotka myöhemmin laajennetaan vektoreihin. Aluksi käsitel-
lään peruslaskutoimitukset laskulakeineen ja lopuksi pakollisena materiaalina
vielä vektorit tason koordinaatistossa, komponenttimuoto sekä vektorin pituus.
Eriyttävänä materiaalina kirjassa on esitelty vektoreiden skalaaritulo ja sen
laskulait, vektoreiden välinen kulma sekä skalaaritulon koordinaattiesitys (ks.
lause 2.12), jotka voidaan käsitellä ajan ja kiinnostuksen mukaan.
Sarjan toisessa osassa Akseli 2. yleinen oppimäärä [45] vektoreita ei käsitel-
lä eikä käytetä lainkaan. Sarjan viimeisessä osassa Akseli 3. yleinen oppimäärä
[46] on kertausosio, jossa vektoreita kerrataan lähinnä tehtävien muodossa. Mi-
tään uutta vektoreista ei käsitellä tässäkään kirjassa, vaan yleisen oppimäärän
vektorit tulee käsitellyksi ensimmäisen vuoden aikana, mikä vastaa myös ope-
tussuunnitelmaa. Saman kurssin sisältöjä, avaruusgeometria ja kompleksiluvut,
ei kuitenkaan juuri sovelleta vektoreiden kanssa.
Laajan oppimäärän kirjoista perehdyttiin Uuden lukion matematiikka, laaja
oppimäärä -sarjaan. Sarjan ensimmäisessä kirjassa Uuden lukion matematiik-
ka 1, laaja oppimäärä [30], käsitellään vektoreiden perusteita yhdellä kurssil-
la. Käsittely aloitetaan erilaisista suureista ja suuntajanoista, joista päädytään
vektoreihin ja niiden peruskäsitteisiin. Seuraavaksi kurssilla käsitellään perus-
laskutoimitukset laskulakeineen sekä vektorin komponentit yleisesti ja koordi-
naatistossa. Lopuksi kurssilla käsitellään vielä geometrisia sovelluksia, kuten
todistuksia, joissa voidaan hyödyntää vektoreita sekä skalaaritulo ja sen las-
kulait melko perusteellisesti. Lauseiden todistuksia ei kirjassa kuitenkaan ole
esitetty, eikä niitä juuri käydä läpi tehtävissäkään.
Sarjan toisessa kirjassa Uuden lukion matematiikka 2, laaja oppimäärä [31],
vektoreita ei käsitellä tai käytetä lainkaan. Sarjan kolmannessa kirjassa Uuden
lukion matematiikka 3, laaja oppimäärä [32], vektoreihin palataan nopeasti,
kun vektorit laajennetaan tasolta avaruuteen. Tässä yhteydessä käydään mel-
ko ripeästi läpi kaikki aiemmin käydyt asiat uudelleen kolmessa ulottuvuudessa.
Ylikurssiaineena, joita voidaan ajan ja kiinnostuksen puitteissa käsitellä, kir-
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jassa on vielä käsitelty vektoritulo, sen laskulait sekä geometrisia sovelluksia ja
skalaarikolmitulo suuntaissärmiön tilavuuden laskemisen kautta (ks. esimerkki
3).
Vuoden 1985 lukion opetussuunnitelman perusteiden aikaisissa oppikirjois-
sa vektoreita käsitellään melko yksityiskohtaisesti ja laajasti sekä yleisessä, että
laajassa oppimäärässä. Käsitellyt oppikirjat vastasivat hyvin opetussuunnitel-
maa ja etenkin laajan oppimäärän kirjoissa vektoreita käytetään myös sovelta-
vasti. Lauseiden perusteluita tai todistuksia ei kuitenkaan ole esitetty. Tämän
opetussuunnitelman aikana oppikirjat olivat edelleen lukuvuodeksi tarkoitettu-
ja eikä kurssikohtaisia, joten vektoreiden liittäminen muihin aiheisiin on yksin-
kertaisempaa kuin myöhemmin. Jonkin verran tällaisia sovelluksia esiintyikin,
mutta vähän verrattuna edellisen opetussuunnitelman ajalta käsiteltyihin op-
pikirjoihin.
3.6 Peruskoulun opetussuunnitelman perusteet 1994
Vuonna 1994 opetushallituksen vahvistamassa perusopetuksen opetussuunni-
telman perusteissa [33] ei ole mainintaa vektoreista opetettavissa sisällöissä.
Näin ollen vektoreita ei ole tarvinnut opettaa peruskoulussa tämän opetussuun-
nitelman perusteiden aikana. Joissakin kouluissa on toki voinut olla valinnaisia
matematiikan opintoja, joissa vektoreita on käsitelty.
3.7 Lukion opetussuunnitelman perusteet 1994
Vuonna 1994 opetushallituksen vahvistamassa lukion opetussuunnitelman pe-
rusteissa [34] pitkän matematiikan opetuksen tehtäväksi kerrotaan muun muas-
sa tarjota opiskelijoille mahdollisuudet hankkia sellaiset tiedot ja taidot, joita
tarvitaan erityisesti matematiikan, luonnontieteiden ja tekniikan ammatillisis-
sa ja korkeakouluopinnoissa. Lyhyessä matematiikassa taas tähdätään muun
muassa yleisen jatko-opintovalmiuksien hankkimiseen lähinnä humanistisia,
yhteiskuntatieteellisiä ja kaupallisia aloja varten.
Lyhyessä matematiikassa vektoreita ei mainita minkään kurssin sisällöissä.
Ainoastaan ehdotuksissa mahdollisten koulukohtaisten syventävien kurssien si-
sällöiksi mainitaan vektorit yhtenä aiheena. Vuoden 1994 lukion opetussuunni-
telman mukaan jää siis kaikki lyhyen matematiikan opiskelijat vaille vektorei-
den opetusta.
Pitkässä matematiikassa vektoreita käsitellään yhdellä kurssilla Trigono-
metria ja vektorit. Vektoreiden osalta sisällöksi kerrotaan vektorin käsite, vek-
toreiden perusominaisuudet ja peruslaskutoimitukset sekä kaksi- ja useampiu-
lotteisten vektoreiden käyttö erilaisissa yhteyksissä. Trigonometrian kanssa jae-
tulla kurssilla kovinkaan syvällisesti vektoreihin ei ehditä perehtyä. Pitkän ma-
tematiikan syventävien kurssien aihe ehdotuksissa vektoreita ei mainita lain-
kaan. Trigonometria ja vektorit -kurssi on lisäksi merkitty kuudenneksi kurssik-
si ja sitä ennen on käsitelty sekä geometria että analyyttinen geometria, joten
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näilläkään kursseilla vektoreita ei päästä soveltamaan.
Vektoreiden opetus lukiossa vuoden 1994 opetussuunnitelman mukaisesti
jää lyhyessä matematiikassa useimmilta kokonaan pois ja pitkässäkin matema-
tiikassa vain yhden jaetun kurssin varaan. Myöskään annettu kurssisisältö ei
anna tarkkoja sisältöjä, mitä vektoreista tulisi opettaa, vaan jää opetuksentar-
joajan päätettäväksi. Mitä esimerkiksi tarkoittaa maininta: erilaisissa yhteyk-
sissä?
3.7.1 Opetussuunnitelman toteutuminen oppikirjoissa
Lyhyen matematiikan kirjoja ei ole käsitelty, koska opetussuunnitelmassa ei
mainita vektoreita lyhyellä matematiikalla. Pitkän matematiikan oppikirjassa
Vektorit ja trigonometria [17] vektoreille on ajankäyttöehdotuksessa varattu
noin kaksi kolmannesta kurssin opiskeluun varatuista tunneista. (Kurssin kesto
38 oppituntia.)
Vektoreiden käsittely aloitetaan erilaisista suureista, joista päädytään vek-
torin käsitteeseen ja sen perusominaisuuksiin. Seuraavaksi käsitellään perus-
laskutoimitukset, pituuden laskeminen sekä skalaaritulo. Kaikkien laskutoimi-
tusten laskulakeja on käyty perustellen läpi. Lisäksi kurssin aikana käydään
läpi vektorin jakaminen komponentteihin, aluksi yleisesti ja myöhemmin koor-
dinaatiston yksikkövektoreiden avulla, sekä vektorit kaksi- ja kolmiulotteisessa
avaruudessa.
Soveltavampina aiheina kurssilla käsitellään vektoreiden avulla geometristen
todistusten tekemistä, esimerkiksi kolmion merkillisten pisteiden todistuksien
kautta (ks. esimerkki 2). Lisäksi perehdytään suoraan ja tasoon vektoreiden
avulla, esimerkiksi suuntavektorit ja pisteen etäisyys suorasta ja tasosta.
Kaikkiaan kirjassa käsitellään melko laajasti vektoreita ottaen huomioon,
että samaan kurssiin kuuluu myös trigonometriaa. Käsittelytapa on myös melko
perusteellinen ja perusteleva, vaikkei aivan kaikkea todistetakaan. Kirjassa on
myös käsitelty skalaaritulo, mikä ei välttämättä sisältyisi peruslaskutoimituk-
siin, jotka opetussuunnitelman perusteissa on mainittu. Tässä kirjan tekijällä
on tietenkin oikeus tulkita opetussuunnitelmaa.
3.8 Peruskoulun opetussuunnitelman perusteet 2004
Vuonna 2004 vahvistetussa peruskoulun opetussuunnitelman perusteissa [36]
matematiikan oppisisällöissä ei ole mainittu vektoreita. Peruskoulussa ei tämän
opetussuunnitelman mukaisesti ole opetettu vektoreita.
3.9 Lukion opetussuunnitelman perusteet 2003
Vuonna 2003 hyväksyttiin uudet lukion opetussuunnitelman perusteet [35],
jotka on määrätty noudatettaviksi 1.8.2005 alkaen. Näissä pitkän oppimää-
rän tavoitteeksi esitetään matemaattiset valmiudet, joita tarvitaan ammatil-
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lisissa opinnoissa sekä korkeakouluopinnoissa. Lyhyen oppimäärän tavoitteek-
si esitetään valmiudet käyttää matematiikkaa elämän eri tilanteissa ja jatko-
opinnoissa. Korkeakouluja ei kuitenkaan lyhyen oppimäärän tavoitteissa mai-
nita, eikä pitkän oppimäärän kohdalla erotella, mihin korkeakouluopintoihin se
valmistaa. Tämä eroaa aiemmista opetussuunnitelmista siinä, ettei pitkä op-
pimäärä ole enää matemaattis-luonnontieteellisille aloille suuntaava ja lyhyt
oppimäärä humanistisille aloille suuntaava.
Lyhyessä matematiikassa vektorit mainitaan ainoastaan syventävällä kurs-
silla Matemaattisia malleja III. Tällä kurssilla tavoitteena on, että opiskelija
laajentaa käsitystään teknologisoituvassa yhteiskunnassa tarvittavasta mate-
matiikasta [35, s.128]. Kurssin keskeisiksi sisällöiksi on mainittu peruskäsitteis-
tö sekä peruslaskutoimitukset, koordinaatiston vektoreiden komponenttiesitys
sekä skalaaritulo. Lisäksi mainitaan kaksi- ja kolmiulotteisen koordinaatiston
pisteiden ja kulmien tutkiminen vektoreiden avulla. Kokonaan kurssia ei kui-
tenkaan ole varattu vektoreiden käsittelyyn, vaan tarkoitus on käsitellä myös
trigonometrisia funktioita. Melko laaja sisältö vektoreista on saatavilla lyhyes-
täkin matematiikasta, mutta ei pakollisilla kursseilla vaan vasta syventävillä,
joita kaikki opiskelijat eivät käy. Kurssin vapaaehtoisuuden vuoksi vektoreita
ei luultavasti sovelleta muilla kursseilla. Lisäksi kurssi on merkitty opetussuun-
nitelmaan viimeiseksi, joten se luultavasti käsitellään monissa kouluissa mel-
ko myöhään. Tällöin muilla kursseilla vektoreita ei päästä soveltamaan, mutta
toisaalta vektorikurssilla voitaisiin ajan salliessa soveltaa vektoreita aiempiin
aiheisiin.
Pitkässä oppimäärässä vektoreita käsitellään yhdellä kurssilla, joka on va-
rattu kokonaan vektoreille. Vektorit -kurssin yleisissä tavoitteissa mainitaan
vektorikäsitteen ymmärtäminen ja perehtyminen vektorilaskennan perusteisiin.
Lisäksi tavoitteissa esitellään soveltavampaa vektoreiden käyttöä, kuten tavoite
oppia tutkimaan kuvioiden ominaisuuksia vektoreiden avulla sekä tutkia kaksi-
ja kolmiulotteisen koordinaatiston pisteitä, etäisyyksiä sekä kulmia vektoreiden
avulla. Tarkemmin sisältöä on avattu keskeisissä sisällöissä, joissa mainitaan
muun muassa peruskäsitteistö ja peruslaskutoimitukset sekä koordinaatiston
vektoreiden skalaaritulo sekä suorat ja tasot avaruudessa.
Vektorit kurssi on asetettu opetussuunnitelmassa viides kurssi, kun taas
geometria on kolmas ja Analyyttinen geometria neljäs kurssi. Jos kurssit käy-
dään järjestyksessä, on geometriat käsitelty jo ennen vektoreita, joten vekto-
ritehtävissä näitä aiheita voitaisiin hyödyntää. Toisaalta vektoreita ei voida
käyttää esimerkiksi analyyttisen geometrian kurssilla, koska vektoreita ei ole
vielä käsitelty. Kurssit aiheuttavat näin vaikeutta integroida sisältöjä.
Vuoden 2003 lukion opetussuunnitelmassa vektoreille on pitkässä oppimää-
rässä yksi pakollinen kurssi, mutta lyhyessä oppimäärässä vain osa kurssista.
Molemmissa käsitellään peruskäsitteet sekä peruslaskutoimitukset, mutta pit-
kässä oppimäärässä on enemmän soveltavaa sisältöä. Molemmissa oppimäärissä
vektoreita käsitellään kuitenkin vain skalaarituloon asti, joten melko vähäisiksi
jää vektoreista opitut sisällöt tämän opetussuunnitelman aikana. Koulut voi-
vat toki järjestää koulukohtaisia syventäviä kursseja, joiden sisältöjä ei tässä
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yhteydessä käsitellä. Opetussuunnitelman erittelemät sisällöt antavat kuiten-
kin kattavan kuvan siitä, mitä vektoreista tulisi opettaa, eikä tästä jää juuri
tulkinnan varaa oppikirjojen tekijöille.
3.9.1 Opetussuunnitelman toteutuminen oppikirjoissa
Lyhyen matematiikan oppikirjana tämän opetussuunnitelman ajalta käsiteltiin
Sigma 8, Matemaattisia malleja III kirjaa [2]. Kirjan aiheina käsitellään trigo-
nometriset funktiot ja yhtälöt, trigonometriset funktiot jaksollisten ilmiöiden
malleina, geometriaa sekä vektoreita. Vektoreita käsitellään noin kolmannes
kirjasta.
Ensimmäisenä vektori määritellään suuntajanaksi, jolloin luvussa 2.1 esi-
tetty yhteys suuntajanan ja vektorin eroista häivytetään. Käsittely jatkuu ri-
peästi peruskäsitteiden kautta peruslaskutoimituksiin. Käsittelyssä ei juurikaan
käytetä aikaa asioiden perusteluun tai todistamiseen. Kurssiin on sisällytetty
paljon asiaa, jolloin asioiden perusteellinen käsittely on jäänyt vähemmälle.
Peruslaskutoimitusten lisäksi kurssilla käsitellään vektorin komponentteihin
jako, paikkavektori sekä vektorit kaksi- ja kolmiulotteisessa koordinaatistossa
ja näiden kantavektorit. Vektoreista päästään näiden avulla laskemaan pituut-
ta sekä määrittämään kahden pisteen välistä vektoria. Lopuksi käsitellään vielä
skalaaritulo ensin skalaarikomponentin avulla ja myöhemmin vektoreiden väli-
sen kulman avulla (ks. luku 2.4).
Kokonaisuutena vektoreiden opetus tässä kirjassa etenee melko nopeasti
tarjoillen irralliseksi jääviä laskutoimituksia vektoreilla, joita ei kuitenkaan hyö-
dynnetä muissa yhteyksissä. Kaikki opetussuunnitelman määrittämät sisällöt
tulevat kyllä käsitellyksi, mutta käytössä oleva aika tuntuu olevan liian lyhyt,
jotta asiat saataisiin perusteellisesti opetettua.
Pitkän matematiikan käsiteltävänä kirjana on saman sarjan kirja Pitkä Sig-
ma 5, vektorit [11], jossa on miltei samat tekijät kuin lyhyen oppimäärän kirjas-
sa. Kurssilla käsitellään pelkästään vektoreita, joten niille on enemmän aikaa,
kuin lyhyessä matematiikassa. Eteneminen on kuitenkin hyvin samankaltais-
ta. Aluksi käsitellään peruskäsitteet sekä peruslaskutoimitukset. Tehtävissä ko-
rostuu kuitenkin enemmän vektoreiden soveltaminen analyyttisen geometrian
asioihin. Pidemmälle edetessä käsittely muuttuu perustelevammaksi ja esimer-
kiksi skalaaritulosta johdetaan sen geometrinen merkitys ja tästä perustellaan
vektoreiden kohtisuoruusehto (ks. määritelmä 2.10). Varsinaisia laskulakien to-
distuksia ei tässäkään kirjassa juurikaan näy. Joitakin laskulakien todistuksia
on laitettu tehtäviin, mutta nämäkin on niin kutsuttuja jokeritehtäviä, joten
kaikki opiskelijat eivät niihin luultavasti tutustu.
Pitkän matematiikan kirja eroaa lyhyestä erityisesti soveltavuuden osalta.
Kirjassa on muun muassa kappale, jossa todistetaan vektoreiden avulla geo-
metristen kuvioiden ominaisuuksia. Lisäksi kirjassa käsitellään suoraa ja tasoa
vektoreiden avulla ja määritetään näille vektorimuotoiset yhtälöt. Vektoreita
sovelletaan myös pisteen etäisyyden selvittämiseen tasosta sekä suorasta.
Pitkän matematiikan kirja tarjoaa paljon enemmän mahdollisuuksia liittää
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vektoreita aiemmin opittuihin matematiikan asioihin ja käyttää niitä mate-
maattisesti järkeviin tehtäviin, esimerkiksi etäisyyksien laskemiseen. Yhteyttä
fysiikkaan ei kuitenkaan luoda, mikä voisi vielä enemmän liittää vektoreita opis-
kelijoiden kokemusmaailmaan ja tehdä vektoreista käytetyn työkalun. Kaikki
opetussuunnitelmassa esitetyt asiat tulevat kuitenkin käydyksi läpi ja tahdin
ollessa hieman rauhallisempi kuin lyhyen matematiikan kirjassa, on syvällisem-
pi oppiminenkin helpompaa.
3.10 Katsaus tulevaisuuteen
Seuraavasta peruskoulun opetussuunnitelman perusteista, jonka on tarkoitus
astua voimaan vuonna 2016, on esittelyssä luonnokset [37]. Matematiikan luon-
noksessa opetus 79 luokilla, vektoreita ei ole mainittu lainkaan opetettavis-
sa sisällöissä, joten mitä luultavimmin vektorit ei ole palaamassa peruskouluun
seuraavan opetussuunnitelman perusteiden aikana. Myös lukioon on astumassa
voimaan uusi tuntijako vuonna 2016, mutta tämän sisältöä ei tämän tutkielman
tekohetkellä ole vielä täysin päätetty. Tulevasta ei siis voida sanoa paljoakaan.
Peruskouluun vektorit eivät kuitenkaan ole lähiaikoina palaamassa.
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4 Yhteenveto
Tässä luvussa vertaillaan aiemmin esiteltyjä opetussuunnitelmia sekä oppikir-
joja ja kootaan niistä saatuja tuloksia. Tutkielman tarkoituksenahan oli sel-
vittää, kuinka paljon vektorialgebraa on opetettu on opetettu kullekin vuosi-
luokalle eri opetussuunnitelmien mukaan. Lisäksi selvitettiin, millaisen pohjan
opetussuunnitelma on antanut oppikirjojen tekemiseen ja kuinka opetussuun-
nitelma oppikirjoissa toteutuu.
Vektorialgebran opetus tuli Suomen kouluihin 1970-luvulla suurella innolla
ja sitä opetettiin sekä peruskoulussa että lukiossa ([18, 23]). Peruskouluun vek-
toreiden opetuksen toi innostus niin kutsutusta uudesta matematiikasta, johon
kuului muun muassa joukko-opin mukainen opetus. Innostus kuitenkin laan-
tui melko pian ja tämän myötä myös vektoreiden opetus katosi peruskoulusta.
Sisällöt olivat tällöin kuitenkin vielä päällekkäisiä, joten lukiossa opetus aloi-
tettiin alusta ja siinä edettiin skalaarituloon asti. Pitkällä kurssilla syventävänä
sisältönä saatettiin käsitellä myös vektoritulo.
Lukiossa vektorialgebran opetus oli vielä seuraavan opetussuunnitelman
(1985 [25]) ajan samanlaajuista eli sitä opetettiin sekä lyhyemmällä että laa-
jemmalla kurssilla skalaarituloon asti. Vuoden 1994 opetussuunnitelmassa [34]
vektorialgebra kuitenkin jätettiin kokonaan pois lyhyestä matematiikasta ja
pitkästä matematiikasta skalaaritulo jäi pois. Vektorialgebran opetus supistui
tämän opetussuunnitelman myötä selvästi.
Viimeisin lukion opetussuunnitelma vuonna 2003 [35] nosti vektorialgebran
lyhyen oppimäärän syventävälle kurssille, joka on valinnainen. Kurssilla käsitel-
lään asioita miltei yhtä laajasti kuin pitkässä oppimäärässäkin eli skalaarituloon
asti. Pitkässä matematiikassa skalaaritulo palasi takaisin kurssin vaatimuksiin
ja soveltavaa käyttöä lisättiin.
Yhteenvetona voidaan todeta, että 1970-luvun alkuinnostuksen jälkeen vek-
torialgebran opetus on pikkuhiljaa supistunut, mutta viimeisin opetussuunni-
telma nosti sitä hieman takaisinpäin. Kenties suuntana ei enää ole vektorial-
gebran opetuksen vähentäminen. Matematiikan opetus on kuitenkin suuressa
murroksessa, kun laskimet kehittyvät ja ylioppilaskirjoituksissa ollaan siirty-
mässä sähköisiin kokeisiin. Vektorialgebran asemaa on vaikea ennustaa tässä
murroksessa.
Kaikissa tutkituissa opetussuunnitelmissa opetettavat sisällöt on eroteltu
melko tai todella yksityiskohtaisesti. Jonkin verran tulkinnan varaa sanamuo-
dot toki jättävät, mutta pääosin haluttu linja on hyvin tullut esille. Tulkinnan-
varaisuudesta huolimatta voidaan todeta, että tutkitut oppikirjat ovat noudat-
taneet kansallisia opetussuunnitelmia hyvin kaikilla vuosikymmenillä. Joissa-
kin kirjoissa on käsitelty asioita jopa laajemmin, mutta kaikki opetussuunnitel-
man asettamat tavoitteet ovat tutkituissa oppikirjoissa toteutuneet. Suurin osa
kirjoista on hankittu kirjastojen arkistoista, joihin on luultavimmin talletettu
eniten käytössä olleet oppikirjat, ja näin ollen kirjat antavat melko luotettavan
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kuvan siitä, kuinka matematiikkaa on kyseisellä ajanjaksolla opetettu.
Oppikirjoissa oli havaittavissa eroja eri vuosikymmenten välillä. Suurin ero
on tullut lukio-opetuksen muututtua kurssimuotoiseksi vuoden 1981 jälkeen.
Tämä on muokannut oppikirjoistakin tarkasti rajattuja kokonaisuuksia, jotka
keskittyvät kurssin aiheeseen. Esimerkiksi vektoreiden käsittely on keskittynyt
yhdelle tai kahdelle kurssille ja soveltavampi käyttö esimerkiksi analyyttisen
geometrian apuvälineenä on vähentynyt. 1970-luvun ei-kurssimuotoisessa ope-
tuksessa integrointia oli havaittavissa enemmän. Tällöin oppikirjoja oli vain
yksi kullekin vuosiluokalle ja näin asioiden yhdistäminen oli helpompaa. Esi-
merkiksi tuon aikaisessa pitkän kurssin kirjassa [12] vektoreiden käsittelyä jat-
kettiin trigonometrian ohessa. Vielä 1980-luvulla kirjat olivat vuosiluokkalle
tarkoitettuja ja ne sisälsivät useampia kursseja. Tällöinkin asioiden yhdistämi-
nen oli helpompaa kuin uudemmissa kirjoissa, jotka ovat kurssikohtaisia.
Vektorialgebran opetus on ollut alamäessä laajuutta ajatellen 1970-luvulta
asti kunnes 2003 lukion opetussuunnitelmassa sitä palautettiin käsiteltäväksi
myös lyhyellä oppimäärällä. Tulevaisuuden suunnasta on vaikea sanoa mitään.
Vuonna 2016 pitäisi astua voimaan uusi peruskoulun opetussuunnitelman pe-
rusteet sekä lukion uusi tuntijako. Näiden tuomia muutoksia ei vielä voida
tietää, vaan jäädään odottamaan mielenkiinnolla.
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